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SUBIECTE

ClasaalV —a

Problema 1. Se considera patru numere naturale distincte. Efectudnd toate sumele oricaror trei
numere distincte dintre cele patru, se obtin sumele 42, 47, 50, 53. Care sunt cele patru numere?
Prof. Irina Barbu, Craiova, Revista Titeica

Problema 2. Un numar se numeste fericit daca are toate cifrele nenule si una dintre cifrele sale este
egald cu suma celorlalte cifre. De exemplu, 451 este fericit (5 = 1 + 4), dar si 514 este fericit.
a) Gasiti cel mai mare numar fericit care este cel mult egal cu 2023.
b) Cate numere fericite sunt cuprinse intre 197 si 300?
Prof. Luminita Popescu, Craiova

Problema 3. In patru cutii sunt in total 1200 piese LEGO. Un copil muti din prima cutie in a doua
atatea piese cate erau in a doua cutie. Apoi mutd din a doua cutie in a treia de doud ori mai multe
piese decat erau in a treia. In final muta din a treia cutie in ultima de trei ori mai multe piese decét
erau in a patra. Dupa aceste mutari copilul constatd cad numarul de piese din cele patru cutii este
acelasi. Cate piese LEGO erau la inceput in fiecare cutie?

Prof. Monica Stanca

Clasa a V-a

Problema 1. Determinati numerele naturale a,b,c, stiind ca a este un numar prim, a+b+c=48 si
5b+c=130.

Gazeta Matematica

Problema 2.
a) Scrieti numarul 432°23 ca suma dintre un pétrat perfect si un cub perfect.
Revista ,, Titeica”

1913
1116

b) Stabiliti daca fractia este subunitard, echiunitard sau supraunitara.

Gazeta Matematica

Problema 3. Pe o tabla sunt scrise numerele 1,2,3,...,2023. Andrei si Mihai sterg pe rand numerele
de pe tabla astfel: mai intdi Andrei sterge numerele de pe locurile impare, apoi Mihai sterge
numerele de pe locurile pare din sirul rdmas si asa mai departe.
a) Aflati suma numerelor ramase pe tabla dupa ce Andrei si Mihai sterg fiecare o
data numerele de pe tabla.
b) Care este ultimul numar sters de pe tabla?

Prof. Aurelia Petrica



Clasaa VI —a

Problema 1. Determinati numerele intregi a si b care verificd egalitatea a - b? + 2023 = b3,
Monica Stanca, C.N. ,,Carol I”’, Craiova

Problema 2. Produsul tuturor divizorilor naturali ai unui numér natural n este egal cu 275 - 390,

Determinati numarul n.
Vasile Scurtu, Bistrita, GM 2/2021

Problema 3. Fie ABC un triunghi echilateral si M simetricul lui A fata de B. Perpendiculara din A pe
BC intersecteaza dreapta MC in N. Daca MC = 18 cm, determinati lungimea segmentului AN.
Cristina Spiridon, Craiova, Revista Titeica 2022

Clasaa VIl -a

Problema 1 Fie numerele reale a, b, ¢ € {—3,3} cu proprietatea ci a3bhc? = —7209.
a) Demonstraticd |a + b+ c| = 3 si |ab + bc + ca| = 9.
b) Rezolvati ecuatia x - (x + a) + b(x + a) = ab + c2.
Raluca Ciurcea, Craiova

Problema 2 Fie trapezul ABCD cu bazele AB si CD in care AB = 2CD. Fie M mijlocul laturii BC, iar
P punctul de intersectie a dreptelor DM si AC. Demonstrati ca:
a) DP = PM,
b) dreptele AC, paralela prin D la BC si paralela prin M la AB sunt drepte concurente.
Nicolaie Talau, Craiova
Revista Titeica 2022

Problema 3 Fie numerele naturale m, n care verifica relatia V1 + 3™+1 + 3n + V2" + 5m = 7.
a) Demonstrati ca numarul 2™ 4+ 5m este patrat perfect.
b) Determinati numerele m si n.

Raluca Ciurcea, Craiova



Clasaa VIl —-a

Problema 1. Determinati numerele naturale x si y care verifica egalitatea: 13* + 15 = y2.
Prof. Gabriel Tica, Craiova, Revista Titeica

Problema 2. Determinati numerele reale x,y,z > 0 pentrucare x + y + z = 6 si
xZ y2 Z2
max {—, —,—} <1
y+z' x+z x+y

Prof. dr. Luminita Popescu, Craiova

Problema 3. Se considera prisma patrulaterd regulati ABCDA'B'C'D’ cu inaltimea AA' = a si
punctele M,N si N’ pe BC, AB si respectiv A’'B’ astfel incit CN = DM = C'N’ = 2a. Daci {0} =

DM N CN atunci L E.
NC 2

a) Calculati méasura unghiului format de dreptele DM si C'N'.
b) Calculati masura in grade a unghiului format de planul (C’DM) cu planul bazei (ABC).

Prof. dr. Luminita Popescu, Craiova

Clasaa lX —a

Problema 1. Fie a, b, c > 0 astfel incat abc = 1. Sa se demonstreze ca :
Va Vb Ve Va Vb Ve
+ + <1< + + -
Va+b2+c2 Vb+c2+a2 c+a?+b? va+2bc Vb+2ca +c+2ab

Mihai Opincariu , Brad, Gazeta Matematica

Problema 2. Fie functia f:N — N, cu proprietatea f(n+p) =f(n+p—1)+1,Vn€e N, iar p
este un numdr natural fixat. Stiind ca exista ke N astfel incat f(k+p—-1)=k+p—1,
determinati f(p).

Prof. Gabriel Tica, C.N. ,,Carol I”, Craiova

Problema 3. Se considera triunghiul ABC, cu AB # AC, in care D este mijlocul segmentului BC,
I este centrul cercului inscris in triunghiul ABC, DI N AB = {E}, AD N EC = {S}.

. .. . SC .
Daca AB = ¢, AC = b si BC = a, determinati valoarea raportului Sp o functie de a, b, c.

*k*k



Clasaa X —a

Problema 1. Fie a, b, c numere complexe distincte, cu proprietatea ca |a| = |b| = |c] = 1. Sa se
arate cd dacd [a+b —c|?>+ |b+c—al|?+ |c + a— b|?> = 12, atunci a, b, ¢ sunt afixele varfurilor

unui triunghi echilateral.
Revista Titeica

Problema 2. Si se determine solutiile reale pozitive ale ecuatiei logs(x2 —1) + 5% =1+
125%.
Prof. Cristian Schneider, Craiova

Problema 3. Fie n > 2 un numar natural fixat si numerele reale strict pozitive Xy, x5, x, CU

. .1 1 1 < . o .
proprietatea ca o + < + ot Pl 1. Sa se determine valoarea maxima a sumei:
1 2 n

n
Z / 1

njf.n L an—1
=1 Xy +n Xy

Prof. Catalin Spirodon, Craiova

Clasa a Xl —a

Problema 1. Calculati

lim

n—-oo

12.CL4+22.C24 - 4n%-C" "
1-2:C1+2-3:-C2+-+n-(n+1)-Ct

Carmen-Liana Georgescu, Craiova

Matei Tascau, UK

Revista Titeica 2022

Problema 2. Fie numarul natural n,n > 2. Demonstrati ca, oricare ar fi matricele X,Y € M,,(C), are
loc relatia

rang(XY) — rang(YX) < E]

Problema 3. Fie f: R — R o functie derivabila astfel incat ecuatia f(x) = 0 are solutia unica x; =
2023. Demonstrati ca exista un numar real ¢ pentru care are loc inegalitatea
f'() c, c?
— > 14— +—
fre)+f(c) 2 6

Raluca Ciurcea, Craiova



Clasaa XIl —a

Problema 1. Fie (G,) un grup cu 35 elemente care are un subgrup H cu 5 elemente cu proprietatea

ca,oricarear fix € G,y € H,avem xyx~! € H. Aritati ci G este ciclic.
Revista Titeica

X v1-cost

Problema 2. Fie I(x) = Ef dt, x € (0,2m). Determinati x € (0,2m), care satisface

2 Y0 5+3cost
egalitatea tg (I (x) — g) = %

Prof. Stancele Mihaela, Craiova

Problema 3. Fie f: R — (0, o) o functie continua, cu proprietatea ca f(x) - f(1—x) =1, Vx € R.
a) Calculati

I = 1 L d
_!(4x2—4x+5)(1+f(x)) x

b) Aratati ca

1
ff(x) dx = 1.
0

Prof. Luminita Popescu, Craiova



Solutii si barem de corectare

Clasaa lV-a

Problema 1.
Fie a, b, ¢, d numerele date.
a+b+c=42b+c+d=47,a+c+d =50sia+ b+ d =53

................................ 2p

Adunand cele 4 egalitati membru cu membru obtinem 3- (a + b + ¢ +d) = 192 si rezulta

A F D CF A = 64 e ——————————————— 1p
A=(@+b+c+d)— (D4 CHd) =64 =47 = 17 s 1p
b=(a+b+c+d) —(A+CcHd) =64 =50 = 14 eererreeesreeesressssssssssss s sssssssssssssassssaness 1p
c=(@+b+c+d)—(A+ Db+ d) =64 =53 =11 s snsssssssssss s ssssssssssssssssnes 1p
Ad=(@+b+c+d)—(A+D+C) = 64 =42 = 22 eereereerreersseses s sssssss s sesssssssssssssssssssnes 1p
Problema 2.

a) Toate numerele de la 2000 la 2023 nu sunt fericite, deoarece au cifra sutelor zero. ................ 1p
Cautam cel mai mare numir fericit de forma 19ab. Trebuie ca a si b si fie cat mai mari, iar 9 e cea
mai mare cifrd. Deducem 9 = 1 + a + b, adicd @ + b = 8. .o 1p
Cel mai mare numadr va avea cifra zecilor cat mai mare, iar b este nenula, decia = 7, b = 1 si
NUMATUL CETUL €STE 197 1. ettt e et e e e e s abeeesabee e s breesbne e 1p
b) 197 < abc < 300, decia = 1saua = 2

Pentru a = 1 avem doar numerele 198 si 199, dintre care este fericit 198 (9=1+8) ......cccouuurnunn. 1p
Pentru a = 2 avem numerele 2bc fericitedaca 2 =b +csaub=2+csauc=2+b

Daca 2 = b+ catunci b = ¢ = 1 si este fericit numarul 21 1........coccoveviiiiieieeeee, 1p
Daca b = 2 + c atunci numerele fericite sunt 231, 242, 253, 264, 275, 286, 297 .......cccccevvvvvereennn. 1p
Daca ¢ = 2 + b atunci numerele fericite sunt 213, 224, 235, 246, 257, 268, 279 ..........ccccvvvvrvennns Ap
Problema 3.

Fiecare cutie are in final 1200: 4 = 300 PieSe LEGO ......cccoiiiiiiiiiiieeee s e 1p
Deoarece in ultima cutie s-au pus de trei ori mai multe piese decat erau la inceput, acolo sunt
de 4 ori mai multe piese decat initial, deci la inceput erau 300: 4 = 75 piese .........cccccvvrvvreennn. 1p
Din cutia a treia s-au luat 3 x 75 = 225 piese (sau 300 — 75 = 225 PI€SE) .ecovvvvrererinieriieienens 1p

In cutia a treia au fost 300 + 225 = 525 piese dupi ce s-au mutat din a doua cutie de doua ori mai
mute decat au fost initial in a treia cutie. Prin aceasta mutare s-a triplat numarul de piese din cutia a
treia, deci la inceput au fost 525: 3 = 175 piese In cutia @ trela. .....oceeeeeeeeereeeiienieeieeseeee s o 1p
Din cutia a doua s-au luat 2 X 175 = 350 PIESE ....c.oiiiiriiiiiieieie e e 1p
In cutia a doua au fost 300 + 350 = 650 piese dupa ce s-au mutat din prima cutie in doua céte au
fost initial in a doua cutie. Prin aceasta mutare s-a dublat numarul de piese din cutia a doua, deci la
inceput au fost 650: 2 = 325 piese In cutia @ dOUA. .......ccvieeiieriieeiiiecie et 1p
Din prima cutie s-au luat 325 piese, deci la inceput au fost 300 4+ 325 = 625 piese in prima cutie 1p



Clasa a V-a

Problema 1.

Deoarece 5b+c=4b+b+c, iar 5b+cC este par=0+C €Ste Par.........cccccevveriiiieiiere e 2p
Cum a+b+c este par, rezultd ca a este par. Dar a este prim, deci a=2.........cccceeevveevreeesiieeniieesninen, 2p
b+c=46 $1 5D+C=L30 =21 S1 C=25 .ot 3p
Problema 2.

a) Observim cd 43=16427=4% 4 33, e 1p
432023 = 436337+1 = (43337)6.43 = (433373 .4)2 + (433372 -3)3 s 2p

b) Observim cd 192 = 361 < 363 = 3+ 112 ..o 1p
Obtinem 19 < 111 - 2187 < 111 - 2200......ciiiieeceeeee e, 1p
Cum19™* < 11%5:200 < 116 - 19 = 1913 < 1120, s 1p
Fractia eSte SUDUNTLATA. ..........cocuiiuiiiiiiieiieteee et 1p

Problema 3.

a) Dupa prima runda ( adica dupa ce Andrei si Mihai sterg fiecare o datd numerele de pe tabla)
raman pe tabla numerele 2,6,10,14,18,22,...,2018,2022..........ccccceviiiiiiiiiiiieniiie e 1p
Sumaloreste 2 4+ 64... 42022 = 512072 oot 1p

b) Observam ca al doilea element al sirului din runda k ( adica dupa ce Andrei si Mihai au sters
alternativ de k-1 ori numerele de pe tabld) devin primul element din runda k+1, iar diferenta
numir natural dintre doud elemente aliturate ale sirului este egald cu 22~ ... 2p
Al doilea element al sirului la inceputul rundei 1 este 2.

Al doilea element al sirului la inceputul rundei 2 este 2 + 22 = 6.

Al doilea element al sirului la inceputul rundei 3 este 6 + 2* = 22..

Al doilea element al sirului la inceputul rundei 4 este 22 + 2° = 86.

Al doilea element al sirului la inceputul rundei 5 este 86 + 28 = 342,

Al doilea element al sirului la inceputul rundei 6 este 342 + 210 = 1366........cccccevvrenenee, 2p
Deoarece 1366 + 212>2023, rezultd cd ultimul numar sters este 1366................cccovrrrrennen. 1p

Clasaa Vl-a

Problema 1.

b3 —a-b? =2023 © b%(D — ) = 2023 oo 1p
2023 = 7 5 172 oottt e 1p
= I L ST 1p
Pentru b = 1 avem 12(1 — a) = 2023 si se obtine @ = —2022 .....cocovererrrrrrirereeririeeenenns 1p
Pentru b = —1 avem (—1)2(—1 —a) = 2023 sise obtine @ = —2024 .......cceceveveerererererernnn, 1p
Pentru b = 17 avem 172(17 — a) = 2023 sise obtine @ = 10 c.ccoovvvrereerriiiieeesreeeeienas 1p
Pentru b = —17 avem (—17)2(—17 — a) = 2023 sise obtine @ = —24 .....ccocerrererverirererenans 1p



Problema 2.
Produsul divizorilor lui n este 275 - 369 deci n = 2% - 3%, unde a, b € N*, iar numarul divizorilor lui

NESIE K = (A4 1) (D 4 1) ettt sttt e et sbe et sebens 2p

Fie D, = {d,d,,...,dy } multimea divizorilor lui n. Atunci d, - d, -...- d,, = 27°5-3%0 si

n.n, .1 _975.360 S L R

IR 27> -3°° deoarece D,, = {dl,dz,...,dk} ............................................................. 1p

dydy.cdym— == (275-3%0)% deunde n® = 21503120 1p
1 2 k

(24 - 30)(@+DB+1) = 7150 3120 decjg(a + 1)(b + 1) = 150si b(a + 1)(b + 1) = 120 ....... 1p

A : g . _a_ 5 5b ., : . :
Impartind ultimele doud relatii rezulta — = —, deunde a = ~ $i inlocuind mai sus obtinem

b(Z +1)(b+1) =120 & b(5b+4)(b + 1) = 480, de unde b = 4 si numirul ciutat este

L= 2% B ettt ettt ettt ettt teeas 2p

Problema 3.

AABC echilateral si AN L BC, deci (AN bisectoarea <BAC si <NAC = <NAB = 30° ............. 1p

AABC echilateral, «MBC=180°-60°=120°, iar M simetricul lui A fata de B, deci MB = AB = BC

si rezulta AMBC isoscel, IBMC = <BCM = (180° — 120°):2 = 30° .cccveverereienenieneseseeeens 2p

JACN = 2XACB + «BCM = 60° 4+ 30° = 90° si <NAC = 30°,deunde AN = 2-NC ................ 2p

JAMN = <NAM = 30° si rezulta AAMN iS0SCel, MN = AN = 2 NC ..ccoeovvvriiiiiiieieeeieen, 1p

MC = MN + NC =3-NC,dar MC = 18 cm,deci NC = 6 cm si AN = 12 CM eecvvevvcvieiiennns 1p

Clasaa Vll-a

Problema 1

a) a2 =c?=9,si,cum a’bc? = —=729,1ezultd @b = —9 ...ccocoeeriiiieee e, 1p
Deoarece a,b € {—3,3} dedUCEM CA A + D = 0.eccvveviieiiiecieceece e 1p
Prinurmare [a+ b +c| =|c| =3silab+ bc+cal = |ab] = 9uecveeveiiiiiiieeee 1p

b) Prin calcul ecuatia devine x% 4+ ax + bx + ab = €% + AD..cevveeeieeieeeeee e, 1p
TinAnd contcda + b = 0,¢? = 9, ecuatia devine X2 = O..oceiuieiiicicicceeeeee e 2p
De aici x € {—3, 3}, care verifiCa relatial...........cocurerriiiiiisiie e 1p

Problema 2

a) Fie N mijlocul segmentului [AB] si Q punctul de intersectie a dreptelor DN si AC.

MN este linie mijlocie in triunghiul ABC, deci MN || AC,deunde MN || QP w.c.....coovvivinvininnnnnn, 1p
AB =2CD, deci AN = DC.Cum AN || DC, deducem ca patrulaterul ANCD este paralelogram, deci Q
este mijloc pentru Segmentele [DIN], [ACT...cvceoeeeiieieee e 2p

In triunghiul DMN, QP || MN, Q este mijlocul lui [DN], deci QP este linie mijlocie si DP =
PM....1p

b) Din BN = DC, BN || DC rezulta BNDC paralelogram. De aici DN | BC.....................ce... 1p
QM este linie mijlocie n triunghiul CAB, deCi QM || AB.......ouoriniiiiii e 1p
Dreptele AC, paralela prin D la BC si paralela prin M la AB se identifica astfel cu dreptele AC , DN si
MQ, CONCUIENTE.IN (Q....uveeiieiiiiiie ettt ettt et e et e e e st e e s e e e e e ekt e e e e e s b b e e e e e s b n e e e e snbnr e e e s annre e e e e nnnnes 1p



Problema 3

a) Fiel+ 3™ +3n=a € N*,2" 4+ 5m = b € N*. Relatia dati devine va + Vb = 7. De aici,
m=%-(49—a—b)e(@ ...................................................................................................... 2p

Inmultind relatia initiald cu Vb obtinem Vb =§- (Vab + b) € Q;. De aici rezulti ci exista

numerele naturale nenule, prime intre ele, astfel incat b = p?/q? si cum b este un numir natural

nenul, rezultd g = 151D = P2, 0 € N oot 2p
b) Camaisus deducem ¢ a =t%,t E N SI P+ 1 = Torvorenieniceeesee e 1p
Studiind cazurile (p,t) € {(1,6),(2,5),(3,4),(4,3), (5,2),(6,1)}, adica (2" + 5m,1+ 3™*1 +
3n) € {(1,36), (4,25), (9,16), (16,9), (25,4), (36,1}, obtinem solutia unici m = 1,7 = 2............ 2p

Clasaa Vlll-a

Problema 1.

Daca x este numar impar atunci ultima cifra a lui 13* este 3 sau 7 si ultima cifra a lui 13* + 15 este
8 5au 2 deci €CUALIA MU AT SOIULIL.uuureureuiesserrssessesssess s s s s sess s s s sess s ss s 2p
Daca x este numar par atunci x = 2n,n € Nsi 15 = (y — 13™)(y + 13™). Deoarece y — 13" <

y + 13" avem cazurile: y — 13" =1,y + 13" = 15siy — 13" = 3siy — 13" = 5. ........ 3p
Dacay — 13" =1,y + 13" = 15 atunci obtinem y = 8 i 13" = 7 deci nu avem solutii
naturale. Dacay — 13" = 3,y + 13™ = 5 atunci obtinem y = 4 sin = 0 deci x = 0 solutie.....2p

Problema 2.

. . x? y2  z? . x? y? z? 2
Din relatia max {— ——} < lobtinem— <1, — <1, — < 1 de unde avem x* <

v+z' x+z’ x+y V+z x+z x+y

y+2,y% < x+2z 2> < x +y. Insumand cele trei relatii avem x? + y? + z% < 12.
............................... 3p
Dar3(x?2+y2+2z3)=(x+y+2)?+ (x—y)2+ (y —2)? + (z — x)? de unde obtinem
36262+ (x—Y)2 4+ (Y —2)2 + (Z= %)% ECI X = Y = Z eerrreeerseessssssssssssssssssssssssssssssssssssnee 3p
SIX I Y = Z = 2 R R R AR AR R 1p

Problema 3.
a) Deoarece NN'C’C este dreptunghi obtinem C’N’ || CN si de aici masura unghiului dintre
dreptele C’N’si DM este egala cu mdsura unghiului dintre dreptele CN si DM. Deoarece

ADCM = ACBN avem CDM =NCB de unde obtinem DM LCN si (C'N,DM) =

b) Deoarece CO L DM aplicand teorema celor 3 perpendiculare obtinem C’'0 L DM deci masura

unghiului dintre planele (ABC) si (C’DM) este MASUTA C'OC ..urermrersmeresssersmssssssesssssssssssssssssssssssssssssssanes 1p
In dreptunghiul NCC'N’ avem NN’ = CC' = 2a si NO = av/3 de unde obtinem N'O = N'C’ =
2a si triunghiul N’C’0 este isoscel de baza 0C’, deci d(C’,N'O) = d(O,N'C’) = Quueoveevrrenreerrernens 2p

10



Din d(C’,N'0) =d(C',0C) obtinem (OC’ bisectoarea unghiului CON’. In triunghiul NN’O,

180°-30°
2

dreptunghic in N avem sin(NON’) = ~deci NON’ = 30° 5i C"0C =

Clasaa IX-a

Problema 1.

(b+c)2<2(h?>+c?))=>b?>+c?> (b+c)-(b+C)

va Va _ a __a

> b+ )VDC.oooeeeeeer,

\/a+b2+C2 —_— \/E+(b+c)m -_ a+(b+c)\/m -_ a+b+c........................................................

Va o a . a __a . _a

\/a+2bc -_ a+2bc\/a -_ a+2\/mp\/% -_ a+2m il a+b+c....................................................

x/E<a<\/E

TBAbEacE = Gabae = aAZbo e
FINALIZATE ..o e e e ————————————_————

Problema 2.

In relatia din enunt inlocuim n cu K si obtinem:f(k +P) = Kk +Dvvveeeveeiieieiiieeieeeeeeen,

Demonstram prin inductie matematicica f(n+p)=n+p, Vn€N, n=>k

Consideram multimea A = {N EN|f(N+D) FN 4+ D}
Conform celor demonstrate anterior, multimea A este finita...............c.ocoie
Fie m cel mai mare element al multimii A. AtUNCi f(M +p) F M+ D.eoeiriiiiiiiiiiiiieee s

Dar f(m+p+ 1) =f(m+p)+1+m+p+1...
Deci, m + 1 € A, contradictie cu maximalitatea lui m..

J1p

LAp
Ap
LAp

LAp

.. TR I o}
Rezulta ca multimea A este vida, deci f(n+p) =n+p, Vn € N de unde rezulta ca f (p) =

p..1p
Problema 3.
— arag+brg+cre 7o=1
18 _—a+b+c , (TB+TC) 1p
Daci 4= = k, atunci DE = (1 — k)DA + kDB = (1 — k)7, + (k - —) IR 1p
4 — — a — b 1\ — Cc 1\ —
DI = rn—71p = atbtc T4 + (a+b+c - E) 4] + (a+b+c - E) Tc 1p
e — L . (1-k)(a+b+ 2k-1 2(a+b+
DE si DI sunt collnlarl,deu( Nathte) _  Hathto) Ap
bec 2 b—a-c
L 1p
DB SC AE _
Din teorema lui Menalaus in ABEC, transversala A-S-D rezultd: ——+— =1 .........cc.ocen. . 1p
DC SE AB
Sc AB a+b-c
e P 1p
SE AE b—c
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Clasa a X-a
Problema 1.

Fie A(a),B(b) si C(c). Deoarece |a| = |b| = |c| =1, obtinem ca punctele A(a),B(b) si C(c)
apartin cercului cu centrul in O si razd 1. In reperul cartezian cu originea in O ortocentrul
triUNGNIUIUT ABC €StE H (@ 4 D 4 €)evoveeiieieieese ettt bbb 1p
la+b—cl?=(a+b—-c)(a+b—-c)=3+a(b—c)+b(@a—-c)—c(@a+b)
lb+c—al’=0B+c—-a)(b+c—a)=3+b(c—a)+c(b—a)—a(b+7)

lc+a—bl2=(c+a—-b)(c+a—b)=3+c(@—b)+a(€—b)— b+ @).rrrrrrrrneen. 2p

Prin sumare, obtinem cd [a+b—c|>+|b+c—al*+|c+a—bl>?=9—c(a+b)—a(b+¢) -
B+ @) =12 = (@4 D4 )@+ D+ €)oo 2p

Folosind relatia din ipotezi, obtinem |a + b + c|> = (a + b + ¢) (d +b+ E) =0,decia+b+c=
0 = H = 0, de unde avem triunghiul ABC este echilateral...............ccccccoovveiiiiiiiiiice e, 2p
Problema 2.

Adundm logsx si obtinem: logsx + logs(x2 — 1) + 5%°° = logsx + 10g33 + 53% .ovvvveveeeene. 2p
1085 (X3 = X) 4 5% 7% = 100335 4 537 (%) coooeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e eesee e 1p
Se considera functia f: (0, +) > R, f(t) = logst + 5.

Se arata ca functia este strict crescatoare, deCi INJECTIVA. ......ccveeriieriiiiiiiiie e 1p
Relatia (*) devine f(x3 — X) = F(BX) tooiiiiieeeeeee e 1p
Atunci x3—x =3x = x3—4x =0. Obtinem valorile x; =0 ¢ (0,0), x, = =2 & (0,) si
SOIULIA X3 = 2 € ((0,00) ittt 2p
Problema 3.

Noténdxi= ag, k =1,n obtinema,; +a, +-+a, =1sia,>0k=1n.
k

; n 1 _\n ag
Suma devine Y-~ = DR Mg oo 1p

Ny n—1
X +nxy

Deoarece functia f: (0,00) - R, f(x) = V/x este concava, conform inegalititii Jensen obtinem ci:

n ag Z f( ) f( n ag ) _ nlyn ay 2p
k:lri/m k=1 k 147 ai —_ k=1 1+n_ak k=1 1+n.ak ......................................

Functia g:(0,00) - R, g(x) = 1+x ~ este concava pentru orice n = 2 deoarece g(x) = %(1 —
: ) ................................................................................................................................................. 1p

1+n-x
Folosind inegalitatea Jensen, avem ca:

=Yro19(a) <n- g(zk 1‘lk):n-‘g(l):% ............................................................ 2p

k= 11+na
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. 1 - . .
Deci, Z};:ln— = Yo "\/m f 7= de unde deducem ca maximul sumei
’x,’é+n-x,’c’_1 k
1 1 .
V=1 ———=-este 7= care se obtine pentrux; = X; = *** = X;; = Murvrrerererreriereererierenrenesnnens 1p
nln n—1 V2 ’
xk+n-xk

Clasa a Xl-a

Problema 1.

Zklkz CF = kM CETl = 1p
n
Z(k—1+1) Ckl=np. (n—1)ZC"2+n ZC,’f_‘ll
=1
—n (n—l) 2"2+n 2l =n. (n+1) 2TT2 s e RR e 2p
Zk (k+1)- C"—Zkz ck + Zk Ck=n-(n+1)-2"24n. 271 =
—n (T4 3) - 2T 2t sss s s s s s AR s SRR RA SRR AR SRR AR SRR AR R AR AR R 2p
N n o\
Inlocuind, limita de calculat devine lim (n—ﬂ) = lim (1+—2) = @72 eeressssssssnennnns 2p
n—-oco \n+3 n—oo n+3

Problema 2.

rang(XY) < min{rang(X),rang(Y)} < M ................................................... 2p
rang(YX) = rang(X) + rang(Y) — 1 (SYIVESLE)....ccueviiiiiiiiiceeee e, 2p
Atunci rang(XY) —rang(YX) <n — M ........................................................................ 1p
Pe de alta parte rang(XY) — rang(YX) < rang(XY) < rang(X)+rang(¥) Adunind, deducem ca
2(rang(XY) — rang(YX)) <n, de unde rang(XY) — rang(YX) < g < [g] F 1o 1p
Tinand cont cd rang(XY) — rang(YX) este un numar intreg, rezulta concluzia........esreenne. 1p

Problema 3.

Definim g:[0,2023] - R, g(x) = (e* —x — 1) - f(x), derivabila, deci functie Rolle pe [0,2023].
In plus, g(0) = g(2023) = 0. Conform teoremei lui Rolle existi ¢ € (0,2023) astfel incat
g'(c)=0,deunde (e —c—1) - f'(€) + (° = 1) * fC) = Durrrrrrrsererrrmsrerrsmsesrssessssssssssesssssssssssssssassssens 2p
Relatia se scrie echivalent (e€ — 1) - (f(c) + f'(c)) = ¢ - f'(c). Observdm ca daci f(c) +

, o _ : f1() ef-1
= = = ! -
f'(c) = 0,atunci f'(c) = 0, deci f(c) = 0,c # 2023, fals!. Putem scrie asadar OO "

2 3
Fie h:[0,0) > R,A(x) =e*—1—x — x? - x?. Cum h'"(x) = e* — 1 > 0 pe (0, ), deducem ca
functia h'’ este strict crescatoare, deci h''(x) > h"(0) = 0 pentru x > 0. Prin urmare functia h’

este strict crescatoare, deci h'(x) > h'(0) = 0 pentru x > 0. De aici functia h este strict
3

2
crescatoare, deci h(x) > h(0) = 0 pentru x > 0. Rezultddecica e > 1+ c+ % + %,

c_ 2
echivalentcu =—>1+<+ CPENLIU € > 0 (2) coosevvsseerssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssseesssesssssessseesees 2p
c 2 6 2
. .. . . fr(o c, c
Din relatiile (1) si (2) rezulta ) >1+ S 1p



Clasa a Xll-a

Problema 1.

Ord(H) =5 deci H este ciclic 51 H = {€, 1, B2, R3, R et ssssssssssssssssssnsssssssnssssssssss 1p
Din Teorema lui Cauchy existd un g € G pentru care ord(g) = 7. In plus exista n € {1,2,3,4}
pentru care ghg™! = h™. Dacd ghg™! = e atunci se obtine h =e ceea ce este imposibil............. 1p

Din ghg™! = h™ se obtine g2hg~2 = gh™ g~ 'si (ghg™ )™ = h™ adicd g*hg~2 = h™" . Iterand
se obtine h = g’hg~7 = h"'sin” = 1 (mod 5). Dar n* = 1 (mod 5) deci n=1si ghg™! = h, de

10N Ta (N B o P 3p
Avem (gh)3% = g3°h3> =e, (gh)” = h? # e, iar (gh)® = g° # e, deci ord(gh) = 35 si G este
23 0101 010 0 ) o 2p
Problema 2.

_ VB (xNTTessE . E px_sing
1) =[5 s At =51, ey Al oeeeeeesrsenseesssse s 2p

Facand schimbarea de variabild u(t) = V3 COS% = 7z obtinem

\/—cos 1
I(x) = f\/_ — dz = %— arctg (\/§ cos g) ....................................................................................... 2p
tg (I(x) — g) = —tg (arctg (\/§ cos g)) = %de obtinem /3 cos g = —% adica cos 2 = —73 , 2 €
(0,) deunde x = 4?" ........................................................................................................................................... 3p

Problema 3.
a) Facem schimbarea de variabilda u(x) = 1 — x = t si obtinem

1
1
- dt
S (41-6)?-41-10)+ 5)(1+f(1 - t)) Of (4% — 4t +5) (1 n f@)

B f(x)
= Of (4x%2 — 4x + 5)(1 +f(x)) dx

Obtinem
_rt 1+f(x) 1 1
21 = | G @7 OX = Jo Gamyrmg 2p
1 1 . 1 1
Dar f mdx = Earctg; ,deci I = ZaT‘Cth .................................................................................. 2p

b) Facem schimbarea de variabila u(x) = 1 — x = t si obtinem

folf(x)dxz—f f(l—x)dx—fof() ............................................................................................. 1p
Deci

Jf(x)dx—oj(f(x)+f()> >0f2dx=2
De unde obtinem f01 FUX) AX Z 1 et ssssssessss s s sss st s s s snens 2p



